Dans ce chapitre, K désigne R ou C, et KN représente I’ensemble des suites d’éléments dans K.

Notions de base

Définition 3.1 Pour tout suite (a,),cn de K, on appelle support de (a,),en I’ensemble
J={neN, q, #0}.

— Une suite (a,),eny de KN est dite presque nulle lorsque son support J est fini.
— Les polyndme a coefficients dans K sont les suites presque nulles d’éléments dans K,

et leur ensemble est noté KN,

Propriétés 3.1 — L’ensemble (K(™), 4, .) est un espace vectoriel sur K pour les lois usuelles :

(an)nGN + (bn)neN = (an ‘|‘bn)n€N et A- (an)neN = ()« an)neN (VA € K)

— L’ensemble (K(N), +,-) est un anneau commutatif pour le produit suivant :

n

(an)neN : (bn)nEN = (Cn)neN tel que ¢, = Zak by k.
k=0

Ecritures d’un polyndme : Soient (i, j) € N?, on définit le symbole de Kronecker §;; par
1 si i=],
8ij = .
0 si i#£]
Notons py la suite (8, )nen (1 en k™ position et 0 ailleurs). Pour tout a € K® de support J, on a

a=(a)een =Y QP =Y ax k-

keN keJ
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32 Chapter 3. Polynbmes

Notons p; = (0,1,0,...) par X : c’est 'indéterminée de K™, et pour tout n € N, on a
VneN*, p,=X" etpar convention, on pose X’ =1.

Par conséquent, tout polyndme a = (a,),en € KN s”écrit

a= ZanX” = ZanX".

neN neJ
Avec cette nouvelle écriture, 1’ensemble K™ des polynéme 2 coefficient dans K, se notera K[X].

Remarque SiP = Y a,X" € K[X] est a support / vide, on dit que P est le polyndme nul, on a :
neN

P=0gjx) <~ VneN,a,=0 <— I=0.

Définition 3.2 — Degré d’un polynéme. Soit P = Y a, X" € K[X] un polynéme et / son
neN
support. Le degré de du polyndéme P, noté deg(P), est 1I’élément de N U { —eo} défini par :

— deg(P) =sup(l) si I#0,

— deg(P) = —oo si [ =0, c’est-a-dire si P = Ogpy]-

Remarque Sile polyndme P = " a, X" est non nul de degré p, alors le terme a,, est dit coefficient
neN
dominant de P, et le polynome P est dit unitaire (ou normalisé) lorsque son coefficient dominant est

ap=1.

Propriétés 3.2 Deux polynomes P et Q sont égaux lorsque ils sont de méme degré et leurs
coefficients respectifs sont égaux et on écrit P = Q.

Proposition 3.1 Etant donné deux polynémes P = > a,X"etQ= > b,X",ona
neN neN

deg(P + Q) < sup(deg(P),deg(Q))-
Preuve Orn sait que a, +b, =0 dés que ona : a, =0 et b, =0, et cela prouve que

deg(P+ Q) < sup(deg(P),deg(Q)).

Remarque Soit p = deg(P) et ¢ = deg(Q) avec par exemple p < g. On a
deg(P+ Q) < sup(deg(P),deg(Q)) =q.
D’autre part, a, = 0 et b, # 0, alors a4 + b, # 0 et donc deg(P + Q) > g. Ce qui montre

deg(P) # deg(Q) = deg(P+ Q) = sup(deg(P),deg(Q)).

Hicham BENAISSA 2020-2021 FP Khouribga — Univ SMS
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Corollaire 3.1 Pour tous n € N, I’ensemble des polyndme P tels que deg(P) < n, noté K, [X],
est un sous-espace vectoriel de I’espace des polynomes K[X].

Preuve Ce sous-ensemble est non vide puisque il contient le polynéme nul. De plus, on a

VP e K,[X], Y0 € K,[X] : P+QeK,[X],

puisque
deg(P+ Q) < sup(deg(P),deg(Q)) < n.
Etona
VPeK,X],VA K : APeK,[X],
puisque

AP=0g(x) si A=0 et deg(AP)=deg(P) si A #0.

Proposition 3.2 Soient P = " a,X" et P= Y b, X" deux polyndmes de K[X], on a
neN neN

deg(PQ) = deg(P) +deg(Q).

P q

Preuve Supposons que P= > a,X" et Q = Y b, X" sont non nuls, de degrés respectifs p et q.
n=0 n=0

Le produit de PQ a pour coefficients

n
Cp = Zak by_y.
k=0

Sin>p+qget0<k<nona: k>poun—k>gq,doua,=0oub,_ =0, et donc
¢, =0.
Sin=p+qet0<k<n=p+qona: k>poun—k>qouk=poun—k=gq, etdonc

Cn=Cprqg=apby #0 (cara, #0 et by #0).

Corollaire 3.2 L’anneau (K[X],+,-) est un anneau intégre puisque
PO=0 — P=0ou Qg=0.
Les éléments inversibles de K[X] sont les scalaire non nuls, c’est-a-dire K*.
Preuve Si P € K[X] est inversible, alors il existe Q € K[X] tel que PQ = 1 et donc

deg(PQ) = deg(P) +deg(Q) = 0.

Ainsi, on trouve
deg(P) = deg(Q) = 0.

Finalement, seul les polynomes constants et non nuls sont inversibles. |
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34 Chapter 3. Polynbmes

Propriétés 3.3 Soit P = 3" @ X et Q deux polyndmes, on appelle polyndme composée de P
keN
et 0, le polyndme noté Po Q, et défini par P = 3 a; Q. Si de plus, Q # 0, alors on a
keN

deg(Po Q) = deg(P) x deg(Q).

| Exercice 3.1 Calculer P=3 CkX*(1-X)"*erQ= 3 kCk X*(1—X)"* o n € N fixé.
k=0 k=0

I Exercice 3.2 Déterminer tous les polynémes P € K[X] vérifiant : P(X?) = (X*>+1)P(X).

3.2 Arithmétique dans K[X]

Définition 3.3 Soient P et Q deux polyndmes de K[X] avec Q # 0. On dit que Q divise P (ou
encore : P est divisible par Q) lorsqu’il existe 7 € K[X] tel que P = QT et on écrit Q | P.

Exemple. OnaX3—1=(X—1)(X>+X+1), alors (X — 1) divise X> — 1.

R On note que le polyndme nul P = 0 est divisible par tous les polyndmes et que le
polynéme constant Q = A € K* divise tous les polyndmes non nuls de K[X].

Définition 3.4 Deux polyndmes non nuls P et Q sont dits associés s’il existe A € K* tels que

P=A0Q.

Exercice 3.3 Soient P et Q deux polynémes non nuls. Montrer que

Q|P = deg(Q) <deg(P); Q|PetR|Q=R|P; Q|PetP|Q=3AeK" P=A0.

I Exercice 3.4 Montrer que, pour tout P € K[X|, on a : P(X) — X divise P[P(X)] — X

Théoreme 3.1 — Division euclidienne. Soient A, B € K[X] deux polyndmes avec B # 0. 1l
existe un unique couple (Q,R) de polyndmes de K[X] vérifiant

A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

On dit que Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de A par B.

Preuve SoitA=BQ+R=BQ +R avec deg(R) < deg(B) et deg(R') < deg(B), ona
B(Q—Q)=R —R,

et par suite, il vient

deg(B) +deg(Q — Q) = deg(R' —R).
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3.2 Arithmétique dans K[X] 35

Or deg(R' — R) < sup(deg(R’),deg(R)) < deg(B), alors
deg(B) +deg(Q — Q') < deg(B).
Par suite, on obtient deg(Q — Q') = —oo, ¢’est-a-dire
Q-0 =0 dou R—R =0.

Ainsi, la partie unicité est établie. Pour [’existence, soit B un polynome de degré p et de coefficient
dominant b, alors :

—siA=0o0uA#0avecdeg(A) < p,ona
A=0-B+A etdonc Q=0 et R=A.

— supposons établit, I’existence du quotient et reste dans la division par B de tout polynéme de
degré inférieur ou égal a n. Soit A un polynéme de degré n+1 et de coefficient dominant a, 1,

posons

Al=A— —“Z“ xmH-rp.

p

On a : deg(Ay) < n, et par hypothése de récurrence, il existe Q| et R, tels que

A1 =BQ1+R; et deg(R1) < deg(B).

A=B (Q1 + C:’;“X"“”) +R; et deg(R;) < deg(B).
P

A An+1 _ .. . .
Les polynomes R =Ry et Q = Q1 + Z—JFX"“ P vérifie la relation voulue, et donc la partie
P
existence est établie par récurrence sur n = deg(A).

[
Exemple. Effectuons la division euclidienne de A = 6X> —2X? 4+ 6X +3parB=X?>—X +1

_6XP-2XP4 X43[XP— X+1
6X3 —6X% +6X Q=6X+4
_ 4X?—5X+3
4X2 —4X +4
R=-X-1

Remarque B | A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

I Exercice 3.5 Effectuer la division euclidienne de A = X° 42X —2X —2 par B= X" +1.

Exercice 3.6 Exprimer le reste de la division euclidienne de P € K[X] par (X —a)(X — D) oi
a+# b €K enfonction de P(a) et P(D).
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36 Chapter 3. Polynébmes

Exercice 3.7 Soient Ay = BQ1+ R et Ay = BQ» + R, les divisions euclidiennes respectives
de Ay par B et de Ay par B. Quel est le reste R de la division euclidienne de de A; + A, par B ?
A-t-on un résultat similaire pour la division euclidienne dans N.

Le résultat suivant, qui est une conséquence de A = BOQ+ R et R=A — BQ, est la base de
I’algorithme d’Euclide qui permet de déterminer le plus grand diviseur commun de deux polynomes.

Proposition 3.3 — Algorithme d’Euclide. Soient A et B deux polyndmes de K[X]| avec B # 0.
Si Q et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, alors les diviseurs
communs a A et B sont les mémes que les diviseurs communs a B et R.

Théoréme 3.2 Soient A et B deux polyndmes de K[X]. Il existe un unique polyndéme nul ou
unitaire D € K[X] dont les diviseurs sont les diviseurs communs de A et B, c-a-dire

VPeK[X], (P|A et P|B) < P|D.

Le polyndme D est dit le plus grand commun diviseur de A et B et on écrit D = pgcd(A, B).

Remarque On note que
pgcd(A,B) =0 <= A=B=0; B|A <= pgcd(A,B) = B normalisé.

Et que le pged(A, B) est le dernier reste non nul et normalisé de I’algorithme d’Euclide.

Théoréme 3.3 — d’Euclide. Siles A, B, Q et R € K[X] non nuls vérifient A = BQ + R, alors

pgcd(A, B) = pged(B, R).

Exemple. Calculons pgcd(A,B) pour A =X3+2X?> -X —2etB=X?>+4X+3.0na

X422 X -2 | XP 44X 43  OXPHAX 43| 4X+4
X3 +4X% 43X X-2 X2 4+X (1/4)X +(3/4)
. —2XP-4x -2 et m
—2X?—-8X -6 3X +3
Ry —4X +4 )
alors
pged(A,B) = pged(B,Ry) = % AX+4)=X+1

I Exercice 3.8 Calculer : pged(X> —4X* +6X3 —6X>4+5X —2; X4+ X3 +2X2 4+ X + 1)

Exercice 3.9 Soient n, m € N* et 6 = pged(n,m). Montrer que

pged(X" —1,X"—1) =X°%—1.
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3.2 Arithmétique dans K[X] 37

Théoréme 3.4 Soient A et B deux polyndmes tels que D = pgcd(A, B), alors
U,V €K[X], AU+BV =D.

Le couple (U,V) est dit un couple de coefficients de Bézout de A et B.

I Propriétés 3.4 Si A divise A et divise B, alors A divise D = pgcd(A, B).

Preuve On sait qu’il existe U etV tels que D = UA +VB. Comme A divise A et B, alors

A|UA+VB=D.

Propriétés 3.5 Soient A, B et C trois polyndmes non nuls tels que C est unitaire, alors on a

pgcd(AC,BC) = pged(A,B)C.

Définition 3.5 Deux polyndmes non nuls A et B sont dits premiers entre eux lorsque
pgcd(A,B) = 1.

Exemple. SoientA =X —aet B=X —b avec a # b. Le reste de la division euclidienne de X —a
par X —b est R =b—q # 0, alors d’apres 1’algorithme d’Euclide, on a

pgcd(A,B) =1 etdonc A et B sont premiers entre eux.

Théoréme 3.5 — de Bezout. A et B non nuls, sont premiers entre eux si et seulement si

AU,V eK[X], AU+BV=1.

Preuve (=) : si A et B sont premiers entre eux, pgcd(A,B) = 1 et donc il existe U etV tels que
AU+BV = 1.

(<) : inversement, s’il existe U etV tels que AU + BV =1, alors 1 est un diviseur commun a A et
B, et par suite il est le polynome unitaire de degré minimal qui divise A et B. C’est donc le pged de
A et B, et alors A et B sont premiers entre eux.

|

Exemple. En remontant I’algorithme d’Euclide, on peut alors trouver un couple de coefficients
de Bézout. Considérons par exemple A = X*+3X> —2X? — X — 1 et B= —X>+2X? —4X 43, alors

X44+3X3—2X2—X—1] -X3+2X%2—-4X+3

X4 —2X34+4X%-3X -X-5

S -ex?+2X -1
5X3 —10X2+20X — 15

Ry =4X> - 18X + 14
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—X342X2-4X+3|4X2- 18X+ 14

3 9v2 7 1 5
X34 3x2 - Ix —Ix -3

5y2 _ 1

Sy2 1 45y 35
_2X+4X 4

Ry =-4x+4

4X* - 18X +14 | - (X —1)

4X% —4X — £ (4X —14)

— 14X + 14
—14X + 14

Ry=0

d’ott D =pgcd(A,B) = Ry normalisée = X — 1. De plus, on a

1 5
A:B(—X—5)+Ro et B:Ro(—ZX—g)—FRl.
alors
1 5
Ri=B—Ry(—X——
! 0(=3X—3%)
1 5
=B—|A—-B(—-X— ——X—-=
[A-B(-X-5)] (-5X—3)
Ro
1 5 1, 15 33
(XAt T X+ x| B
Et donc

4 1 5 1 15 33
——Rlz[ X ]A+[ ), Gl ‘e X
47 47 477 94

U \%

D=

Exercice 3.10 Soit A et B tels que pgcd(A, B) = 1. Montrer que si C divise A, alors

pged(C,B) = 1.
Remarque Soit D normalisé, un diviseur commun de A et B, c-a-dire A= DA, et B=DBj,ona
pged(A,B) =D <= pged(A,B;) = 1.

Propriétés 3.6 Soient A, B et C des polyndmes, alors on a :

pged(A,BC) =1 <= [pgcd(A,B) =1 et pged(A,C) =1].
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Preuve (=) : supposons pgcd(A,BC) = 1, il existe U et V tels que UA+VBC = 1. En utilisant
UA+(VB)C=1 et UA+(VC)B =1,

il vient que
pgcd(A,B) =1 et pged(A,C) = 1.

(<) : supposons pged(A,B) =1 et pged(A,C) =1, il existe U, V, S et T tels que
UA+VB=1 et SA+TC=1.
Multiplions les deux égalités, membre par membre, on obtient
(UAS+VBS+UTC)A+ (VT)BC = 1.
Ce qui montre que pgcd(A,BC) = 1.

|
n
Corollaire 3.3 A est premier avec un produit [[ B; = B1B: - - B, si et seulement si
i=1
Vi=1,..,n: pgcd(A,B;)=1.
Corollaire 3.4 Soient A et B des polyndmes non nuls, alors, pour tous » et p dans N*, on a :
pged(A,B) =1 <= pged(A",BP) = 1.
Théoréme 3.6 — de Gauss. Sipged(A,B) = 1 et si A divise BC, alors A divise C.
Preuve On déduit de pgcd(A,B) = 1 qu’il existe U et V tels que UA+VB = 1, et donc
UAC+VBC =C.
Or A divise UAC et divise V BC, alors il divise également C.
|

I Propriétés 3.7 Si pgcd(A,B) = 1 alors pged(A, BC) = pged(A,C).

Preuve Si D divise A et C, il divise A et BC. Soit D un diviseur commun de A et BC, de D | A et
pgcd(A,B) = 1, il vient pged(D, B) = 1 et donc, d’aprés le théoréme de Gauss, D | C. Puisque, les
diviseurs communs a A et C sont les mémes que les diviseurs communs a A et BC, il vient

pged(A,C) = pged(A,BC).

[ |
Propriétés 3.8 Si A; divise B, A; divise B et pgcd(A},A;) = 1, alors
A1A, divise B.
Preuve On a A; divise B, soit B= A|Q, et puisque A; | B, on trouve
As | B=A,0.
Or pged(A1,A2) = 1, donc d’apres le théoréme de Gauss, A, | Q, soit Q = A,S. Ainsi, il vient
B=A1A,S.
[ |
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Corollaire 3.5 SiAj,---,A, sont deux a deux premiers entre eux et si tout les A; divise B, alors

n
[TAi=41A2---A, divise B.
i=1

Exercice 3.11 Soient A et B € K[X]*, montrer que

pgcd(A,B) =1 < pged(A+B,AB) = 1.

3.3 Fonctions polynomiales et divisibilité

n ~
La fonction polynomiale associée a P = 3 a; X* € K[X] est I’application, notée P ou P, suivante :

k=0
P: K —- K
X = zn:akxk
k=0

Définition 3.6 On dit qu’un élément o € K est racine de P € K[X] lorsque P(c) = 0.

Exemple. Soit P = X"t + X" —2X""! + nX —n ot n € N* un polyndome de R[X]. On a

P(1)=14+1—-24+n—n=0 etalors & = 1 est une racine de P.

Théoréme 3.7 Un polyndme est divisible par X — & si et seulement si @ est racine de P.

Preuve Dans la division euclidienne de P par X — &, le reste est un polynéme constant
P=(X—-a)Q+r avecreK.

Par conséquent, on obtient P(at) = r, d’oit le résultat voulu.
[

Corollaire 3.6 Si un polynéme P admet n racines o, 0, ..., &, deux a deux distincts, alors
X—-—a)X—m) - (X—a,) divise P.

Preuve On procéde par récurrence sur n. La propriété est vraie pour n = 1, supposons-la vraie
pour n € N* et soit P € K[X]| admettant n+ 1 racines distincts ay, 0,...,0,+1. D’apres le
théoréme précédent, P est divisible par X — 11, donc

P(X) = (X — 0y1) Q(X).
Comme oy,...,0, sont des racines de Q, I’hypothese de récurrence implique que
X—o)X—0)--- (X —ay) divise Q,
donc il existe R € K[X] tel que Q(X) = (X —a1)(X — o) --- (X — o) R(X). Finalement, on a
PX)=X—oq)X—ap) (X — ) (X — ayt1) R(X).

Ce qui prouve que la la propriété est récurrente.
|
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Théoréme 3.8 Si P € K, [X]| admet au moins n+ 1 racines distincts, alors P est nul.

Preuve D’apres le corollaire précédent, il existe R € K[X] tel que
PX)=X—a)X—0) (X —0t,)(X — ts1)R(X).
Pour R#0, on a deg(P) > n+ 1, ce qui est contraire a I’hypothése, donc

R=0 etpuis P=0.

Remarque Pour démontrer qu’un polyndme est nul, on utilise souvent :
— si P € K[X] admet une infinité de racines dans K, alors P = 0.
— si P € K,[X] admet plus que n racines distincts dans K, alors P = 0.
Exemple. Soitn € N, on sait qu’il existe un polynéme P tel que
Vx€eR : P(cosx) = cos(nx).
Montrons I'unicité du polyndme P, supposons qu’il en existe deux, soit P et Q, alors
VxeR : (P—Q)(cosx)=0.
Comme la fonction cosinus a pour image [-1,1], alors
Vue[-1,1], (P—Q)u)=0.
Donc le polyndme P — Q possede une infinité de racines, et par suite

P=0.

Exercice 3.12 Montrer que si P est de degré n admettant n racines distincts ¢, -- - ,Qy, alors

n
P=c¢, H (X — ;) ou ¢, est le coefficient dominant de P.

i=1

3.4 Dérivation des polynémes - Ordre de multiplicité d’une racine
n
Définition 3.7 Le polynome dérivé de P = 3 a; X* est le polyndme
k=0

n

Pl = Z(k+ 1>ak+1Xk.
k=0

On définit les dérivées successives de P € K[X], par les relations suivantes :

!/

PO=p, PU=P et Vikz2, PH=(PkD)
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n
Proposition 3.4 Soit P = 3" a; X* un polyndme de degré n > 0, alors
=0

g n g
PO =S k(k—1)---(k—j+ 1) a X*7 si j<n
k=j
PD =0 si j>n.
Remarque Les reégles sur la dérivation des polyndmes sont identiques a celles des fonctions. On a

(P+Q)/:P/+Ql, (A«P)IZQLP/’ (PQ)/:PQI+P/Q,

PQ)™ =3k PW Q"9 (formule de Leibnitz).
k=0

Exercice 3.13 1. Soient n € N et a € R. Démontrer que pour tout entier j € [1,n], on a
(X=a)) D =n(n—1)-(n—j+1)(X —a)" = jIC/ (X —a)".
2. En utilisant la formule de Leibnitz, calculer la dérivée n®™ en 1 de P = (X>—1)".

Par un raisonnement par récurrence sur le degré d’un polyndme P, on obtient

Théoréme 3.9 — Formule de Taylor. Soient P € K[X] un polynome de degré n et a € K, alors

PX)=>" x (X —a)*.

k=0

Remarque — Formule de Mac Laurin. Dans le cas particulier ot a =0, on a

n_ pk)
PX)=>" P k!(O) Xk,

k=0

I Exercice 3.14 Trouver tout P € K[X] unitaires non constants divisibles par P'.
I Exercice 3.15 Déterminer tous les polynomes P € C[X] vérifiant : (X*>+1)P" —6P = 0.

Exercice 3.16 Déterminer les polynomes P € K[X| qui vérifie

P2)=6, P(2)=1, P'2Q)=4 et (Yn>3), P"(2)=0.

Définition 3.8 — ordre de multiplicité d’une racine. Soit a € K une racine de P, on dit que
« est d’ordre de multiplicité k£ € N* lorsque

(X —a)k divise P et (X —a)*"! ne divise pas P.
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Autrement dit, la racine & est d’ordre de multiplicité  si et seulement si
P=(X—-a)*Q+R avec R(a)#0.
Exemple. Le polynéme P = (X —1)(X + 1)?(X —2)3 possede les trois racines :
- o = 1 : racine d’ordre de multiplicité 1 (racine simple).
- 0p = —1 : racine d’ordre de multiplicité 2 (racine double).
- o3 =2 : racine d’ordre de multiplicité 3 (racine triple).
Proposition 3.5 Une racine & de P est d’ordre de multiplicité k si et seulement si

Pla)=P(a)=---=P*D(a)=0 et P¥(a)=£0.

Preuve En écrivant la formule de Taylor, on obtient

()
P(X)=Y" F nfa) X-a)
neN ’
P(n:lga) (X o a)nfk_i_ P(k]){@ (X — a)k +l§ P(n:lsa) (X — (X)n
n>k : ) n=0 .

C’est la division euclidienne de P par (X — a)* :
P=(X—a)*Q+R avec deg(R) < k.
Par suite, on trouve
- Si o est d’ordre de multiplicité k, P est divisible par (X — &)* et donc R =0, d ot
P(”)(a) =0 pourtout n=0,....k—1.
De plus, P n’est pas divisible par (X — o))", alors Q n’est pas divisible par X — « d’oil
Q(a) # 0.

PR (o

Puis, en utilisant Q(a) = 0

, il vient que

®(a) £0.

- Inversement, P" (o) = 0 pour tout n =0,....k—1 et P¥)(a) # 0 implique que R est nul
et donc P est divisible par (X — a)* et non dlvzszble par (X — a)**! (puisque Q n’est pas
divisible par X — ). Ainsi, & est une racine d’ordre de multiplicité k, du polynéme P.

|
Proposition 3.6 Si P est un polyndme non nul, admettant p racines distincts o, - - - , &, d’ordre
de multiplicit€ respectives k,- - -, k,, alors P est divisible par
p
[[&x-—a)fi=X-a)" (X —a)- (X —ap).

i=1
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Corollaire 3.7 Si P est un polyndme non nul de degré n, admettant p racines distincts o, - - - , 0,
d’ordre de multiplicité respectives ki, - - - , k,, telles que ky +--- +k, = n, alors
p

P=c, H (X — a,-)k" ol ¢, est le coefficient dominant de P.

i=1

Exercice 3.17 Soitn € N*\ {1}.
1. Montrer que P = (X —2)*" + (X — 1)" — 1 est divisible par X* —3X +2.
2. Déterminer les réels a et b pour que P = aX" "' +bX" + 1 soit divisible par (X —1)2.

3. Montrer que (X —1)3 | P=nX""2— (n+2)X"*' + (n+2)X —n. At-on (X —1)*| P ?

Exercice 3.18 Soient P un polynéme de R[X] et a € C. Démontrer que si o si est une racine
de P, alors @ est également une racine de P (les racines complexes d’un polynome a coefficients
réels sont deux a deux conjugués).

Polynémes irréductibles - Factorisation des polynémes

Définition 3.9 Un polynome P de K[X] est dit irréductible lorsque deg(P) > 1 et les seuls
diviseurs de P sont les polyndmes constants et les polynomes associés a P.

Autrement dit, P est irréductible s’il n’est pas constant et si pour tout A, B € K[X], on a
P=AB = deg(A) =0ou deg(B) =0.

Remarques. — L’irréductibilité dépend de I’ensemble K. Par exemple, P = X? + 1 est irréductible
dans R[X] et il est réductible dans C[X| puisque (X +1i) | P.

— Tout polynéme de degré 1 est irréductible dans K[X|. Et tout polynéme irréductible possédant
une racine de K est nécessairement de degré 1.

— Un polynéme qui n’a pas de racine, n’est pas nécessairement irréductible, par [’exemple
P=(X*+1)? dans R[X].

— Un polynéme degré 2 ou 3 qui n’admet pas de racine dans K est irréductible.

— Un polynéme de degré 2 est irréductible dans R[X| lorsque son discriminant est strictement
négatif (polynome sans racines réelles).

Théoreme 3.10 — Théoréme de D’Alembert-Gauss.

- Tout polyndme non constant dans C[X] admet au moins une racine dans C.

- Tout polyndéme non constant de C[X| de degré n admet exactement n racines dans C.

Ce théoreme assure que les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
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Proposition 3.7 — Factorisation dans C[X]. Tout polyndme non nul P € C[X] de degré n
admettant p racines complexes distincts @y, - - - , &, d’ordre de multiplicités respectives k1, - - - , k),
et de coefficient dominant ¢, s’écrit sous la forme

P
P=c, H (X — o)k ( P est dit un polynéme scindé).
i=1

Exemple. Les racines du polynome P = X* + 1 dans C sont

Ao s m
el4: +l'l4:_+l'€l4::‘el4:_l

Alors, la factorisation du polyndme P dans C[X] est

T 3z Sz I

P (x_;4) (X_e‘4) (x_e‘4) <X_;4).

Exercice 3.19 Fuactoriser en produit de polynomes irréductibles dans C[X], les polynomes

P=X*+X?>+1, R=X—1, 0=X+1, S=X°+1 et T=X%—1.

Etant donné que les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes
de degré 2 sans racine réel (c’est-a-dire de discriminant strictement négatif), alors

Proposition 3.8 — Factorisation dans R[X]. Tout polynéme P € R[X] de degré n et de coeffi-
cient dominant c,, s’écrit sous la forme

p q
P=c, [[(X—a) [T (X*+B; X +7;)%.
i=1 j=1
ou - g les racines réelles de P d’ordre de multiplicité k;,
- X2+ B i X + 7; des polynomes de R[X] de discriminant strictement négatif,

- s; sont des entiers naturels.

Remarque En calculant le produit des termes a racines conjuguées dans la factorisation de P dans
C[X], on obtient une factorisation de P dans R[X]. Par exemple, P = X*+ 1 s’écrit dans C[X] :

R T 3 Sz
p= (X—el4> (X—el 4 ) (X—el 4 ) <X—el 4 )

En calculant le produit des termes a racines conjuguées, on obtient la factorisation de P dans R[X] :

P=(X2—V2X+1)(X>+V2X +1).
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Exercice 3.20 Factoriser dans R[X] les polynémes suivants

P=X*+X>-6, 0=X*-2X>49, S=X°+9x>+8, et T=X3+X*+1.

I Exercice 3.21 Factoriser dans C[X|, puis dans R[X] : P = (X?> —4X +1)>— (3X —5)°.
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